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2014 ΘΕΜΑΤΑ 

ΘΕΜΑ  Γ 
1. Δίνεται η συνάρτηση  h(x) = x – ln(ex + 1),  x∈ . 

Γ1. Να μελετήσετε την  h  ως προς την κυρτότητα. 
Μονάδες 5 

Γ2. Να λύσετε την ανίσωση   < h(2h΄ (x ))e
e

e 1+
,  x∈ . 

Μονάδες 7 

Γ3. Να βρείτε την οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  h   
στο  + ,  καθώς και την πλάγια ασύμπτωτή της στο  - . ∞ ∞

Μονάδες 6 

Γ4. Δίνεται η συνάρτηση  φ(x) = ex(h(x) + ln2),  x∈ . 
Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της  φ(x),.τον άξονα  x΄x  και την ευθεία  x = 1. 

Μονάδες 7 

Λ Υ Σ Η 

Έχουμε  h(x) = x – ln(ex + 1) = lnex – ln(ex + 1) = ln
x

x

e
e 1+

,  για κάθε  x∈ . 

Γ1. Η συνάρτηση  h  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο    με: 

 h΄(x) = (x – ln(ex + 1))΄ = 1 – 
x

x

e
e 1+

 = 
x x

x

e 1 e
e 1
+ −
+

 = x

1
e 1+

 > 0 

επομένως η συνάρτηση  h  είναι γνησίως αύξουσα στο  . 

Η  h΄  είναι επίσης συνεχής και παραγωγίσιμη στο    με: 

 h΄΄(x) = ( x

1
e 1+

) = - 
x

x

(e 1)́
(e 1)

+
+ 2  = - 

x

x

e
(e 1)+ 2  < 0, 

αφού  ex > 0  και  (ex + 1)2 > 0,  δηλαδή  h΄  γνησίως φθίνουσα στο  , 

επομένως η συνάρτηση  h  είναι κοίλη στο  . 

Γ2. 1ος τρόπος 
Με λογαρίθμηση των δυο μερών της ανίσωσης έχουμε: 

h(2h΄(x))e  < e
e 1+

    ln  ln⇔ h(2h΄(x))e  < e
e 1+

  ⇔   h(2h΄(x)) < ln e
e 1+

 

 παρατηρούμε ότι:  h(1) = ln e
e 1+

  και  h΄(0) = 1
2

 

οπότε  h(2h΄(x)) < h(1)    2h΄(x) < 1  
h
⇔ ⇔   h΄(x) < 1

2
  ⇔   h΄(x) < h΄(0)    

h΄
⇔

x > 0. 
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2ος τρόπος 

  h(2h΄(x))e  < e
e 1+

    ⇔

2
xe 1

x
2 ln(e 1)

e 1e
+− +

+  < e
e 1+

  ⇔   
x

2
xe 1

2
e 1

ln(e 1)

e

e +

+

+

 < e
e 1+

   ⇔

x

x

2
e 1

2
e 1

e

e 1

+

+ +

 < e
e 1+

    e
Θετικα
⇔ ⋅ x

2
e 1e +  + x

2
e 1e +  < e ⋅ x

2
e 1e +  + e  ⇔   x

2
e 1e +  < e1    ⇔

x

2
e 1+

 < 1    2 < e⇔ x + 1  ⇔   1 < ex  ⇔   e0 < ex  
xe
⇔   x > 0. 

Γ3. H ευθεία  y = 0,  δηλαδή ο άξονας  x΄x,  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της  Cf   

στο +∞,  αφού: 

 h(x) = ln
x
lim
→+∞ x

lim
→+∞

x

x

e
e 1+

 = ln1 = 0 

o Επειδή  
x
lim
→+∞

x

x

e
e 1+

 
D.L.H

∞
∞

=  
x
lim
→+∞

x

x

e
e

 = 1 

Η ευθεία  y = x,  είναι πλάγια ασύμπτωτη της  Cf,  στο  -∞,  αφού: 

 λ = 
x
lim
→−∞

h(x)
x

 = 
x
lim
→−∞

xx ln(e 1)
x

− +  = 
x
lim
→−∞

xln(e 1)(1 )
x
+

−  = 1 – 
x
lim
→−∞

xln(e 1)
x
+  

= 1 – 
x
lim
→−∞

1
x x

lim
→−∞

x(ln(e 1))+  = 1 – 0 ⋅ ln(0 1)+  = 1,   

o Επειδή  (e
x
lim
→−∞

x + 1) = 0 + 1 = 1 

 β = (h(x) – λx) = (h(x) – x) = (x – ln(e
x
lim
→−∞ x

lim
→−∞ x

lim
→−∞

x + 1) – x)  

= - ln(e
x
lim
→−∞

x + 1) = - ln(0 1)+  = -  = 0 ln1

o Επειδή  (e
x
lim
→−∞

x + 1) = 0 + 1 = 1 

Γ4. Βρίσκουμε το σημείο τομής της  Cφ  με τον  x΄x 

 φ(x) = 0    e⇔ x(h(x) + ln2)  ⇔   h(x) + ln2 = 0  ⇔   h(x) = - ln2  ⇔  

o ln
x

x

e
e 1+

 = ln 1
2

  
''1 1''−

⇔   
x

x

e
e 1+

 = 1
2

  ⇔   2ex = ex + 1    e⇔ x = 1    x = 0. ⇔

o ή  h(x) = h(0)    x = 0. 
h
⇔

Βρίσκουμε το πρόσημο της  φ  στο  [0, 1]. 

 x ≥  0    h(x)  h(0) = - ln2  
h
⇔ ≥ ⇔   h(x) + ln2 ≥  0,  άρα  φ(x) ≥  0  στο  [0, 1]. 

 Ε(Ω) = 
 1

 0
φ(x)  dx∫  =  =  = 

 =  –  =  

 1

 0
φ(x) dx∫

 1 x

 0
e (h(x) ln2) dx+∫

 1 x

 0
(e )΄(h(x) ln2) dx+∫ x 1

0[e (h(x) ln2)]+
 1 x

 0
e (h(x) ln2)́  dx+∫
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x 1
0[e (h(x) ln2)]+  –  =  –  =  

 1 x

 0
e (h(x) ln2)́  dx+∫ x 1

0[e (h(x) ln2)]+
 1 x

 0
e h΄(x) dx∫

x 1
0[e (h(x) ln2)]+  – 

 1 x
x 0

1e  dx
e 1+∫ x 1

0e (h(x) ln2)]+ = [  – 
x 1

x 0

(e 1)́  dx
e 1
+
+∫  =  

x 1
0[e (h(x) ln2)]+  –  =  –  –  x 1

0[ln(e 1)]+ 1e (h(1) ln2)+ 0e (h(0) ln2)+ 1ln(e 1)+

+  =  – 10ln(e 1)+ e(1 ln(e 1) ln2)− + + (- ln2 ln2)+  – ln(  + l  =  e 1)+ n2

e eln(e 1) eln2− + +  – ln(e 1)+  + l  = e + (n2 e 1)ln2+  –  =  (e 1)ln(e 1)+ +

e + (e 1)[ ln2 ln(e 1)]+ − +  = e + 2(e 1)ln
e 1

+
+

 τ.μ. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

2. Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = 
xe 1 ,  αν  x 0
x
1 ,  αν  x 0

⎧ −
≠⎪

⎨
⎪ =⎩

 

Δ1. Να αποδείξετε ότι η  f  είναι συνεχής στο σημείο  x0 = 0  και, στη  
συνέχεια, ότι είναι γνησίως αύξουσα. 

Μονάδες 7 

Δ2. Δίνεται επιπλέον ότι η  f  είναι κυρτή. 

α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση   = 0,  έχει ακριβώς μία  
 2f΄(x)

 1
f(u)du∫

λύση, η οποία είναι  x = 0. 
(μονάδες 7) 

β) Ένα υλικό σημείο  Μ  ξεκινά τη χρονική στιγμή  t = 0  από ένα  
σημείο  Α(x0, f(x0))  με  x0 < 0  και κινείται κατά μήκος της 
καμπύλης  y = f(x),  x ≥  x0,  x = x(t),  y = y(t),  t  0.  Σε ποιο ≥

σημείο της καμπύλης ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης  x(t)  
του σημείου  Μ  είναι διπλάσιος του ρυθμού μεταβολής της 
τεταγμένης του  y(t),  αν υποτεθεί ότι  x΄(t) > 0  για κάθε  t  0. ≥

(μονάδες 4) 
Μονάδες 11 

Δ3. Θεωρούμε τη συνάρτηση  g(x) = (x f(x) + 1 – e)2(x – 2)2,  x∈ (0, + ). ∞

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  g  έχει δύο θέσεις τοπικών ελαχίστων 
και μία θέση τοπικού μεγίστου. 

Μονάδες 7 

Λ Υ Σ Η 

Δ1. Για  x  0,  έχουμε  f(x) = ≠
xe
x

1− ,  οπότε: 
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 f(x) = 
x 0
lim
→ x 0

lim
→

xe 1
x
−  

0
0

D.L.H
=  

x 0
lim
→

xe
1

 = 1 = f(0),  άρα η  f  είναι συνεχής στο σημείο  

x0 = 0. 

 Σε καθένα από τα διαστήματα  (-∞, 0)  και  (0, +∞)  η  f  παραγωγίζεται με  

f΄(x) = 
xe 1
x

′⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
x x

2

xe (e 1)
x
− −  = 

x x

2

xe e 1
x
− +  = 

x

2

e (x 1) 1
x
− +  

Οι ρίζες και το πρόσημο της  f΄  συμπίπτουν με τις ρίζες και το πρόσημο του 

αριθμητή στα αντίστοιχα διαστήματα. x  -∞      0    + ∞  
g΄     –     0   + 

 Έστω  g(x) = ,  η  g  παραγωγίζεται 

στο    με  g΄(x) = (

x xxe e 1− + g       
x xxe e 1− + )΄ =   και   xxe

g΄(x) = 0  ⇔   x = 0. 

 Στο  0  η  g  έχει ολικό ελάχιστο το  g(0) = 0,  άρα για κάθε  x∈   έχουμε   

g(x)  g(0) = 0 ≥

 Επομένως  g(x) > 0  για κάθε  x ≠ 0, άρα  f΄(x) > 0  για κάθε  x∈(-∞ , 0) 

και  για κάθε  x∈(0, +∞). 

ο. ε.  
g(0) = 0 

 Έχουμε τον πίνακα μεταβολών για 

την  f  και επειδή η  f  είναι συνεχής 

στο  x0 = 0,  θα είναι γνησίως αύξουσα στο  . 

Δ2. 
x 0
lim
→

f(x) f(0)
x 0
−
−

 = 
x 0
lim
→

xe 1 1
x

x

−
−

 = 
x 0
lim
→

x

2

e 1 x
x
− −  

0
0

D.L.H
=  

x 0
lim
→

xe 1
2x
−  

0
0

D.L.H
=  

x 0
lim
→

xe
2

 = 1
2

 

Άρα  f΄(0) = 1
2

 

 Η  f  είναι κυρτή άρα  f΄  γνησίως αύξουσα στο  . 

α) 1ος τρόπος 

 Η  x = 0  είναι λύση της εξίσωσης   = 0,   
 2f΄(x)

 1
f(u)du∫

αφού  f΄(0) = 1
2

. 

x  -∞      0    +  ∞
f΄     +     0   + 
f       
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∞
∞

→+∞ →+∞ →+∞

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

⎫
− ⎪= = = +∞ ⎪⇒⎬

⎪−
= = − = − = ⎪⎭

x x

f
x x D.L.H x

x
x

x x x x

e 1 elim f(x) lim lim                           
x 1

e 1 1lim f(x) lim lim lim (e 1) 0(0 1) 0
x x

    

f(Α) = (0, + ),  άρα  f(x) > 0,  για κάθε  x∈ . ∞

 Έστω  F(x) = ,  η  F  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο  

  ως αρχική της συνεχούς  f,  με  F΄(x) = f(x) > 0,  άρα  η  F  είναι 

γνησίως αύξουσα στο  . 

 x

 1
f(t)dt∫

F
⇔ Έχουμε   = 0  

 2f΄(x)

 1
f(u)du∫ ⇔   F(2f΄(x)) = F(1)    2f΄(x) = 1  ⇔   

f΄(x) = 1
2

f΄
⇔    f΄(x) = f΄(0)  ⇔   x = 0,  μοναδική λύση της 

εξίσωσης. 

α) 2ος τρόπος 

Η εξίσωση   = 0,  ορίζεται για κάθε  x∈
 2f΄(x)

 1
f(u)du∫   για τα οποία ορίζεται  

η  f΄(x),  άρα ορίζεται για κάθε  x∈ . 

 Έστω  F(x) = ,  η εξίσωση ισοδύναμα γράφεται   
 x

 1
f(t)dt∫

F(2f΄(x)) = F(1),  η  F  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο    με  

F΄(x) = f(x) 

xe 1
x
−

 f(x) = 0    ⇔  = 0  ⇔   x = 0,  άτοπο αφού  f(0) = 1  

άρα  f(x) ≠  0,  για κάθε  x∈ . 

 Επειδή η  f  είναι συνεχής, θα διατηρεί σταθερό πρόσημο στο   

και επειδή  f(0) = 1 > 0,  θα είναι  f(x) > 0  για κάθε  x∈ ,  άρα και 

F΄(x) > 0  για κάθε x∈ ,  επομένως η  F  είναι γνησίως αύξουσα 

στο  ,  άρα  «1-1»,  οπότε  η εξίσωση γράφεται:  2f΄(x) = 1    

f΄(x) = 

⇔

1
2

    f΄(x) = f΄(0)  ⇔
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 Η  f  είναι κυρτή, άρα η  f΄  είναι γνησίως αύξουσα, άρα είναι  «1 – 1»  

οπότε μοναδική λύση της εξίσωσης είναι η  x = 0. 

α) 3ος τρόπος 

 Η εξίσωση ορίζεται για κάθε  x∈   για τα οποία ορίζεται η  f΄(x)  και 

επειδή  f΄(0) = 1
2

,  η εξίσωση ορίζεται για κάθε x∈ . 

1
2

 Για  x  0  είναι  f΄(x) > 0  και  f΄(0) = .,  άρα  f΄(x) > 0  για κάθε   ≠

x∈(0, +∞),  άρα τα άκρα του ολοκληρώματος της εξίσωσης ανήκουν 

στο διάστημα  (0, +∞). 

−
=

uef(u)
u

1 > 0 Για  u > 0,  

Άρα για  2f΄(x) > 1   θα είναι   > 0 
 2f΄(x)

 1
f(u)du∫

Για  0 < 2f΄(x) < 1  θα είναι   = -  <0  

και για  2f΄(x) = 1  θα είναι   = 0 

∫
 1

 2f΄(x)
f(u)du

 2f΄(x)

 1
f(u)du∫

 2f΄(x)

 1
f(u)du∫

1
2

⇔ ⇔Άρα  2f΄(x) = 1    f΄(x) =     f΄(x) = f΄(0). 

 Η  f  είναι κυρτή, άρα η  f΄  είναι γνησίως αύξουσα, άρα είναι  «1 –1»  

οπότε μοναδική λύση της εξίσωσης είναι η  x = 0. 

β) Το  Μ  ξεκινά τη χρονική στιγμή  t = 0  από ένα σημείο  Α(x , f(x0 0))  με   

x0 < 0  και κινείται κατά μήκος της καμπύλης  y = f(x),  x  x≥ 0,  x = x(t),   

y = y(t),  t ≥  0. 
Ισχύει  y(t) = f(x(t)),  x(t)  x≥ 0. 

⇔   x΄(t) = 2(f(x(t)))΄  ⇔   x΄(t) = 2f΄(x(t)) ⋅ x΄(t) Έχουμε  x΄(t) = 2y΄(t)  

1
2

x΄( t ) 0>

⇔   2f΄(x(t)) = 1  ⇔  f΄(x(t)) = ⇔    f΄(x(t)) = f΄(0)   x(t) = 0 ⇔

Άρα το σημείο της καμπύλης θα είναι το  Μ(0, f(0))  ή  M(0, 1).  
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Δ3.  

 g(x) = (x f(x) + 1 – e)2(x – 2)2 = (ex – 1 + 1 – e)2(x – 2)2 = (ex – e)2(x – 2)2 

 Η συνάρτηση  g  παραγωγίζεται,  x∈ (0, + )  και ισχύει: ∞

x 2((e e)(x 2)) ′⎡ ⎤− −⎣ ⎦g΄(x) =  =  = 

 = 

x x2(e e)(x 2)[(e e)(x 2)]′− − − −

x x2(e e)(x 2)[e (x 2) e e]− − − + −x x )x x2(e e)(x 2)(xe e e− − − −   

 g΄(x) = 0  ⇔   x =  1 ή  x = 2  ή  x xxe e e− −  = 0  

 Έστω  k(x) = ,  η  k  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο   

άρα και στο  (0, +∞)  με  k΄(x) = (

x xxe e e− −

xx xxe e e− − )΄ = xe  > 0  για κάθε  x > 0, 

επομένως η  k  είναι γνησίως αύξουσα στο  (0, +∞). 

 Άρα η εξίσωση  k(x) = 0  έχει το πολύ μια ρίζα στο διάστημα  (0, +∞). 

 Έχουμε  ,  επειδή  k(1)k(2) < 0  και η  k  είναι 

συνεχής στο  [1, 2],  σύμφωνα με το θεώρημα του Bolzano η  k(x) = 0 

έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα  (1, 2).  

2

k(1) e 0                    
k(2) e e e(e 1) 0

= − <⎧
⎨ = − = − >⎩

Άρα η εξίσωση  k(x) = 0  έχει ακριβώς μια ρίζα  x1∈(1, 2)  

 Έχουμε x < x1    k(x) < k(x
k
⇔ 1) = 0 

x > x1    k(x) > k(x
k
⇔ 1) = 0 

 Για την συνάρτηση  g  έχουμε τον ακόλουθο πίνακα μεταβολών: 

 
0           1          x

 

 

 

 

Από τον πίνακα παρατηρούμε ότι η  g  έχει δυο τοπικά ελάχιστα και ένα 

τοπικό μέγιστο. 

x 1        2   + ∞  
xe  – e – +   +   + 

x – 2 – –   –    + 

k(x) – –   +    + 

−       0   +     0  −    0     +    g΄(x)     

g(x)     

τ. ε. τ. μ. τ. ε. 
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